Erinnerung;:

7 Sei K ein Unterkorper eines Korpers L. Fiir jeden K-Vektorraum V' existiert genau eine Struktur als
L-Vektorraum auf V ® L, deren additive Gruppe die von V ® L ist und fiir die gilt:

Ve,ye LYveV iz - (vQy) =vQ xy.

Definition: Der L-Vektorraum Vy := V ®g L heisst die Basiserweiterung von V' beziiglich K C L.

Definition: Im Fall R C C heisst V¢ die Komplexifizierung des reellen Vektorraums V.

Definition: Der komplex Konjugierte eines C-Vektorraums (W, +, -, Oy) ist der C-Vektorraum (W, +,~, Ow),

bei dem die skalare Multiplikation - ersetzt wurde durch

o Cx W =W, (z,w)»—){szzzi-w.

So wie wir iiblicherweise (W, +, -, Oy) mit W abkiirzen, schreiben wir fiir (W, +,~, Oy) nur kurz W.

—_—

Beispiel: Fiir jeden C-Unterraum W C C" existiert ein natiirlicher Isomorphismus von C-Vektorrdumen

WS {w|lweWrcC, ww— w. 2T —e W
\TJ DY)

2.y b/ (_%w)




Proposition: (Vergleiche §10.12 und §11.5.) Fiir jeden endlich-dimensionalen unitédren Vektorraum W
existiert ein natiirlicher Isomorphismus von C-Vektorrdumen

§: W = WY := Home(W,C), v+ 6(v) = (v,.).

B:«'— 7\0"// veb YaeC : J(.}zu.)(w)c C %u/w> = %-C‘f,“"> :'(E;(Uj)(uj

= J\(‘\'fuj:?t-g‘(u) Lo e o
=1 J(i_-‘&) = J(iv): -};B\(VJ _=’0 9 G LRrcar §4o,/17_

Proposition: Fiir jeden C-Vektorraum W existiert ein natiirlicher Isomorphismus von C-Vektorrdumen

gek.,

@: WerC-"WBEW, w®z— (2-w,2-w).

Bo s UsxC —wal, | ZF B\ R, A UEL—U R ek
(w, E)ML:E;\«J/TETL.J) Die W (C-Loe -
nel D R-Lisen YYye . CP( }.(w@%‘)): CP(“{"E‘T%I,) :(Ty;t«;(ff;)‘. w)

T (2 o)

0 _Z:a

: < ‘ ?(yt/: 7'@({) A 0 e
& BM e W ows C CLJ?QQ
Ty il [Leh S et w2 )@@4): (54
= 5 ve1, et lbehy Bavw Wl vt C plcb@= (b )= (6 -y)



T ) (b -b) [LeBY Bamon WS e C
12.5 Hohere Tensorprodukte - ,/7 fohf% | L@n

Seien Vi, Vs, ... Vektorrdume tiber K.

Proposition: Es existieren eindeutige Isomorphismen, charakterisiert wie folgt:

() Viok K =5V, mit vy@1— v (Identitét)
) Vi Ve ——Vo®k Vi mit v @ v — vy @ vy (Kommutativitit)

(c) (heVe)alh — Vi@(1heVs) mit (vi@vs)@vs = 1@ (v2®v;)  (Assoziativitit)
- UE = Ki— XU
Rew o (0) Vixk =V, (0,00 0, Sibans =0 Do Vi@ — Y MEKTE X5

t

R Ras ), = g Lbwt) beB) Aacs v U:?;l(',- L@t b, qx—j(:;éﬁ)
((bj \/‘sz_ﬂvzﬁv/l y; ("4,"\_/\r——4 U ®w, b e L;Ei J! Q;LPVL@Vl — V@l et
b w = { b @by | \,4@81/1,14 Az} B w Y @’Vz §~:3 s
T B sl

(C) an :
Damit lasst sich das Tensorprodukt einer beliebigen endlichen Folge von Vektorrdumen Vi Qg ... @k V,

ohne Klammern definieren. Dieses trigt eine natiirliche multilineare Abbildung

k:Vix. . xV, =2 Vi®g...QkV,, (vl,...,vr)r—>/1)1®...®vr.



Zusammen haben diese die universelle Eigenschaft:

Fiir jeden K-Vektorraum W und jede multilineare Abbildung ¢: V; x ... x V., — W existiert genau eine
——— e N %—.
lineare Abbildung @: V; ®k ... ®x V., — W mit P o k = ¢, das heisst, so dass das folgende Diagramm
_—’_’_Pm

kommutiert:

Vix...xV, 4 w

Proposition: r
dimg (Vi @k ... @ V;) = []dimg (V7).

=1

bowor o =2 Todo o the v q_e:(:

—_—



Definition: Fiir jede natiirliche Zahl r ist die r-te Tensorpotenz von V' definiert durcezie—

hungsweise V& :=V ® ... @ V mit r Faktoren fiir r > 1. \/&’l — l/

Definition: Der Raum 77%(V) := V" ®g (VV)®* heisst der Raum der r-fach kovarianten und s-fach
kontravarianten Tensoren, oder kurz der Tensoren vom Typ (r, s). (Nach einer anderen Konvention nennt
man sie vom Typ (s,7).)

Bemerkung: Ist dimg (V) < oo, so liefert jede Basis von V' die zugehorige duale Basis von V'V und somit

—_—

eine Basis von 77*(V'). Insbesondere ist dann

dimK TT’S(V) = (dlmK V)T+S

Bemerkung: Je nach Situation kann eine n X n-Matrix einen Tensor vom Typ (0, 2) oder (1, 1) oder (2,0)

darstellen fiir den Raum V' = K™. Fiir jeden dieser Typen wird der Basiswechsel mit einer Basiswechselma-
trix U durch eine andere Formel beschrieben, ndmlich durch A — UTAU bzw. U AU bzw. U'A (UT) "%
Eine Verwirrung vermeidet man am besten, indem man so lange vvie?méglich bei Pen abstrakten/]Begriffen

(1. 1/ (Z,' o)

bleibt, wo V und V'V durch die Notation klar unterschieden werden

dn V] = (0,7
("9 =(o,0)| K [ St
(rey=t1,0) | V| il
(v rj =, Zeil el
(ns) =(1,0) | V@V
Cv—/n ~(~,4) ) ve vy X Bo. (V,V—)

(r,0) s (o) [WVeaVv MCV/V/K/

Wy, —
Nakeis



Proposition: Fiir jeden eindimensiona -Vektorraum V" exi natiirlicher Isomorphismus

F VVergV S K  mit  (@v-(v).

Ber. vvy\/mo],(/ (QIU/H

UE= ) po 0 Mg
VV@V——';LC A -Q-@U ""”O—C\/] -

2 J0BLY fasw VBV
0ob o6y =1 =2 ke 7

Beispiel: Jede skalare physikalische Grosse liegt in einem gewissen eindimensionalen R-Vektorraum, und

die Wahl einer Grundeinheit entspricht der Wahl eines Basisvektors. Nur physikalische Grossen derselben

Art, also Elemente desselben Vektorraums, sind miteinander vergleichbar. Beispiele:

Grosse | Vektorraum Grundeinheit Relation

Zeit T Sekunde, Stunde h = 3600s
Lange L Meter, Zoll in = 0.0254m
Masse M Kilogramm, Pfund | (b = 0.45359237kg

Zusammengesetzte skalare physikalische Grossen liegen auf natiirliche Weise in gewissen Tensorrdumen.
Beispiele:



skalare Grosse Vektorraum Grundeinheit
Fliacheninhalt L®? m?
Frequenz v 1/s
Geschwindigkeit LeTY m/s
Beschleunigung L® (TV)®? m/ s
Kraft M®L® (TV)®*? | N=kgm/s?
Energie M@ L®?® (TV)®? | J=kgm?/s?

Klassische vektorielle physikalische Grossen liegen in euklidischen Vektorrdumen. Zum Beispiel sei R der

dreidimensionale Ortsraum. Einige weitere Grossen sind dann:

vektorielle Grosse Vektorraum
Geschwindigkeit R®TY
Beschleunigung R® (TV)®?
Impuls M®@R®TY
Kraft M®R® (TV)*? by
Spannung M®L® (TV)**® (RV)*? s

Vergleiche dazu auch den Beitrag von Terence Tao:

http://terrytao.wordpress.com/2012/12/29/a-mathematical-formalisation-of-dimensional-analysis

Quantenmechanische physikalische Zustdnde liegen in unitédren Vektorrdumen, die oft einen weniger direk-
————— .

ten Zusammenhang mit dem klassischen Ortsraum haben.



